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 【摘要】   气体成分测量中可使用单点、双点、线性等多种校准方法，线性校准可分为普通线性最小二乘法、加权双

变量最小二乘法线性拟合等多种细分方法。对不同文献介绍的上述两种方法进行了比较分析，并对加权双变量最

小二乘法线性拟合中应注意的事项进行了介绍。当测量信号的不确定度已经与气体标准物质的不确定度水平接

近，甚至低于标准物质的不确定度时，采用加权双变量最小二乘法线性拟合的方法处理测量结果更加合理。使用

加权双变量最小二乘法线性拟合时，权重为标准不确定度平方的倒数，可采用二步迭代法计算截矩和斜率的数值；

采用数值微分法计算截矩和斜率的标准不确定度。分析函数和校准函数都可以用于加权双变量最小二乘法线性

拟合，对于被测样品浓度及其不确定度的计算，采用这两种函数所获得的结果是相同的，但是在计算不确定度时，

采用分析函数更为简便。
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 【Abstract】  Various  calibration  methods  such  as  single-point,  double-point,  and  linear  can  be  used  in  gas  composition

measurements, and linear calibration can be divided into various subdivision methods such as ordinary linear least squares

and weighted bivariate least squares linear fitting. In this paper, the above two methods introduced in different literatures are

compared  and  analyzed,  and  the  matters  that  should  be  noted  in  the  weighted  bivariate  least  squares  linear  fitting  are

introduced. When the uncertainty of the measured signal is already close to or even lower than the uncertainty level of the

gas  standard,  it  is  more  reasonable  to  use  the  weighted  bivariate  least  squares  linear  fitting  method  to  process  the

measurement results. When using the weighted bivariate least squares linear fit, the weights are the reciprocal of the squared

standard  uncertainty,  and  the  values  of  the  intercept  and  slope  can  be  calculated  using  the  two-step  iterative  method;  the

standard uncertainty of the intercept and slope is calculated using the numerical differentiation method. Both analytical and

calibration  functions  can  be  used  for  weighted  bivariate  least  squares  linear  fitting.  For  the  calculation  of  the  measured

sample concentration and its uncertainty, the results obtained by using these two functions are the same, but it is easier to use

the analytical function when calculating the uncertainty.
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 0    引言

标准物质被称为化学测量的“砝码”[1]，在化学

测量中常常用于对测量结果的校准，线性回归拟合

校准（简称线性校准）在化学测量中有广泛的应用[2]。 
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气体成分测量是化学测量的一个重要分支，相关标

准指出，单点校准 [3]、双点校准和多点校准 [4] 都可

以用于气体成分的测量。多点校准包括：线性校

准、二次多项式校准、三次多项式校准、幂函数校

准及指数函数校准，其中线性校准在多点校准中使

用的最为广泛，例如可以用于气体中硫化物的测

量 [5]、工作场所空气中环氧乙烷测定等 [6]。 JJF
1507-2015 [7] 对线性校准进行了细化分类，包括：普

通线性最小二乘法、标准加入普通线性最小二乘法、

加权线性最小二乘法和双变量线性回归模型。已有

文献对普通线性最小二乘法进行了说明[8 − 9]，一些

文献则介绍了使用加权双变量最小二乘法线性拟合

进行气体测量结果的校准[10 − 11]。气体领域的国际

计量比对，例如 CCQM-K120空气中二氧化碳[12] 和

CCQM-K82空气中甲烷 [13] 在进行测量数据处理

时，就采用了加权双变量最小二乘法线性拟合。对

于气体成分测量而言，这两种线性拟合方法的差异，

以及使用中应该注意哪些事项还缺乏比较和说明。

本文基于普通线性最小二乘法和加权双变量最小二

乘法线性拟合的原理，对两种方法的差异进行比较

分析，并在此基础上讨论加权双变量最小二乘法线

性拟合使用时的一些注意事项，以期为这两种校准

方法的选择和使用提供参考。

 1    普通线性最小二乘法与加权双变量最小
二乘法线性拟合

 1.1    参考标准的不确定度贡献

虽然普通线性最小二乘法在线性校准中使用的

最为广泛，但是 JJF 1507-2015[7] 指出，其应用前提

是：1）各参考点测量信号具有方差齐性； 2）参考标

准的量值具有可靠的不确定度，且相对于测量信号

的不确定度，参考值的不确定度较小，可忽略不计。

随着气体成分测量方法和测量仪器的发展进步，现

在基于光谱吸收和气相色谱等原理的仪器都具备了

较高的精密度 [14 − 15]，仪器示值的精密度已经与气

体标准物质的不确定度水平接近，甚至好于已经批

准发布的一些气体国家有证标准物质的不确定度水

平。例如，在国家标准物质资源共享平台检索氮中

甲烷气体标准物质，显示不同批号的有证标准物质，

其相对扩展不确定度通常为 1%、1.5%和 2%，在这

种情况下，JJF 1507-2015[7] 中指出的普通线性最小

二乘法使用的前提 2）就很难得到满足。

欧洲分析化学组织（EURACHEM）和国际分析

化学溯源性合作组织（CITAC）联合发布的指南文

件[9]，对于普通线性最小二乘法线性校准结果的不

确定度来源进行了分析，提出了 4种主要不确定度

来源需要考虑：1）测量信号的随机性变化；2）参考值

赋值时随机效应导致的误差；3）连续稀释等造成的

系统性偏移；4）线性假设未必有效。其中，对于参考

值随机效应的不确定度贡献，指南也提出该不确定

度与系统响应值的不确定度相比通常是小的，因此

可以忽略；具体某个参考值引入的不确定度贡献可

以用该参考值的标准不确定度除以参考点的个数。

GB/T 33318-2016[5] 采用了与指南文件相似的办法，

但更加简化，直接使用参考值的标准不确定度作为

参考标准的不确定度贡献。这两种处理方法虽然考

虑了参考标准的不确定度贡献，但是不确定度合成

时，仅仅简单的将该不确定度加入，缺乏系统性的测

量模型，不能充分说明这种不确定度合成方式的合

理性。此外，如果考虑参考值存在随机效应，那么在

线性回归拟合时，获得的截矩和斜率就有可能受到

参考值不确定度的影响，而在普通线性最小二乘法

中，计算截矩和斜率的数值及其不确定度时，都没有

考虑参考标准的不确定度贡献。

ISO 6143:2001[10] 介绍了加权双变量最小二乘

法线性拟合的方法，该方法的使用前提包括：1）不同

参考标准中的目标组分之间没有较大的相关性，若

存在显著的相关性（如来源于同一瓶高浓度标准动

态稀释法制备），则需要考虑他们之间相关性的不确

定度贡献；2）测量信号的不确定度没有被低估；3）没
有其它来源的重大影响，例如仪器的偏倚或者基体

效应；4）线性拟合的假设符合实际情况。

xi yi x̂i ŷi

xi yi

加权双变量最小二乘法线性拟合的原理是：对

于每一个被确定的参考点（ , ），其校正点（ , ）为

相应的加权残差平方和 s 最小的点，这里的加权残

差平方和由 和 不确定度平方的倒数加权得到，如

式（1）所示。

s =
n∑

i=1

[
(x̂i− xi)

2

u2 (xi)
+

(ŷi− yi)
2

u2 (yi)

]
（1）

xi yi

x̂i ŷi

式中， 代表参考标准的量值； 代表该参考标准的

测量信号。对于线性拟合，校正点（ , ）满足一次

线性函数方程，所有校正点都落在一条直线上。

ISO 6143:2001[10] 将函数方程分为分析函数和校准

函数两种方式，对于分析函数，存在式（2）。

x̂i = b0+b1ŷi （2）
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式中，b0 为截矩；b1 为斜率。将式（2）代入式（1）得
到式（3）。

s =
n∑

i=1

[
(b0+b1ŷi− xi)

2

u2 (xi)
+

(ŷi− yi)
2

u2 (yi)

]
（3）

ŷi

为获得式（3）中 s 的最小值，需要对其求 b0、
b1 和 的偏导，然后令偏导数为 0，即：

∂s
∂b0
= 0 （4）

∂s
∂b1
= 0 （5）

∂s
∂ŷi
= 0 （6）

ŷi x̂i

u (b0) u (b1) u (b0,b1)

求解式（4）～式（6）组成的方程组，可求出分析

函数的 b0、b1 和 的最佳估计值以及 的最佳估计

值。再利用数值微分法得到 b0 和 b1 的标准不确定

度 和 ，以及它们的协方差 。

对于校准函数，存在式（7）。

ŷi = b0+b1 x̂i （7）

x̂i

ŷi

将式（7）代入式（1），然后按照上述过程计算，可

以得到校准函数的 b0、b1 和 的最佳估计值以及

的最佳估计值。

通过以上的计算过程可以看出，加权双变量最

小二乘法线性拟合在确定截矩和斜率时考虑到了参

考标准的不确定度贡献，该不确定度参与了截矩和

斜率数值及其不确定度的计算。可见，对于气体成

分测量，当参考标准的不确定度没有显著小于测量

信号的不确定度时，使用加权双变量最小二乘法线

性拟合更加科学。

 1.2    拟合结果的比较

ISO 6 143:2001[10] 给出了一个计算列举，本文基

于该例子中的数据（见表 1），分别采用普通线性最

小二乘法和加权双变量最小二乘法线性拟合，计算

拟合结果，结果见表 2。
 
 

表 1    ISO 6 143:2001中举例的数据
Tab.1    Data exemplified in ISO 6 143:2001

参考标准 xi u (xi) yi u (yi)

1 4.5 0.045 0.196 9 0.003 938

2 18.75 0.187 5 0.787 4 0.015 748

3 50 0.5 2.022 8 0.040 456
 

表 2中，方法 A为普通线性最小二乘法；方法

B为加权双变量最小二乘法线性拟合（采用校准函

yi

yi

yi

b0 b1 x′i

数方式）；方法 C为加权双变量最小二乘法线性拟

合（采用校准函数方式，并假设 具有相同的不确定

度，均为 0.040 456）；方法 D为加权双变量最小二乘

法线性拟合（采用校准函数方式，并假设 具有相同

的不确定度，均为 0.003 938）。将表 1中 代入由

和 构成的校准函数方程得到 。
 
 

表 2    两种方法拟合结果
Tab.2    Fitting results by two methods

方法 b0截矩 b1斜率 x′1 x′2 x′3

A 0.024 92 0.040 03 4.30 19.05 49.91

B 0.014 52 0.040 63 4.49 19.02 49.43

C 0.024 53 0.040 05 4.30 19.05 49.89

D 0.016 40 0.040 53 4.45 19.02 49.50

 

从表 2中可以看出，方法 A和 B相比较，在低

浓度点时，方法 A的测量相对偏差接近 4.4%，显著

大于方法 B的测量相对偏差；在高浓度点时，方法

A的测量相对偏差接近 1.1%，比方法 B的测量相对

偏差略大。JJF 1507-2015[7] 指出：普通线性最小二

乘法的一个应用前提是各参考点测量信号具有方差

齐性，如果方差不同，例如表 1中的数据，则对于低

浓度点则可能存在较大的偏差。方法 C和方法

D虽然都采用加权双变量最小二乘法线性拟合，假

设各参考点具有相同的测量不确定度，不确定度的

数值不同，拟合结果也会有较大差异。当各参考点

不确定度相同且比较大时，拟合结果与方法 A的结

果更为接近，这是因为 0.040 456对于参考标准 1的

量值 0.196 9而言，其相对不确定度达到 20%，显著

大于参考标准 1浓度量值的相对不确定度 1%（0.045/
4.5=1%），符合 JJF 1507-2015[7] 指出的普通线性最

小二乘法的第二个应用前提。当各参考点不确定度

相同且比较小时，无法满足 JJF 1507-2015[7] 指出的

普通线性最小二乘法的第二个应用前提，此时强

行使用普通线性最小二乘法所得的测量结果依然

存在较大偏差。由此可见，只有当普通线性最小

二乘法的两个应用前提都得到满足时，该方法才

可能得到较为准确的测量结果。但在气体成分测

量时，由于高精度仪器的使用，测量信号的不确定

度不再显著大于参考标准浓度的不确定度，而且低

浓度时测量信号的不确定度相对较小，高浓度时

测量信号的不确定度相对较大，在此情况下，采用加

权双变量最小二乘法线性拟合获得的结果相对更

加可靠。
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 2    加权双变量最小二乘法线性拟合的使用

 2.1    权的确定

加权双变量最小二乘法线性拟合的理论基础在

式（1）中得到体现，其中标准不确定度平方的倒数作

为权重参与计算。JJF 1507-2015[7] 指出，实际测量

中，若仪器测量的标准偏差随参考标准中被分析物

含量的变化而变化，也就是不能满足普通线性最小

二乘法关于各点参考标准测量信号具有方差齐性的

要求，此时可采用加权线性最小二乘法，每个参考点

的权重为该参考点重复测量的标准偏差平方的倒

数。York[16] 在最小二乘法线性拟合时，用概然误差

平方的倒数计算权重，这与 ISO 6143:2001[10] 的权

重计算方式是相似的，只是 ISO 6143:2001[10] 中采

用了更加全面的标准不确定度计算方式。

xi dxi yi

dyi Sxi = dxi/xi

Syi = dyi/yi Wxi Wyi xi yi

朱家平等[17] 提出了一种双误差加权线性拟合

权重的计算方法，该方法假设 的误差为 ， 的

误差为 ，分别计算他们的相对误差，即

和 ，设 和 为 和 的权，则有式（8）、
式（9）。

Wxi =

n
S 2

xi
n∑

i=1

1
S 2

xi

（8）

Wyi =

n
S 2

yi

n∑
i=1

1
S 2

yi

（9）

这种方法计算权的核心是相对误差或相对不确

定度，但是对于气体成分测量而言，通常不同浓度参

考标准的相对不确定度接近甚至相同，而且参考标

准测量信号的相对不确定度也比较接近，例如表 1
中的数据。如果按照式（8）和式（9）计算表 1中各参

考点的权重，则权重基本相同，线性拟合结果将与

表 2中方法 A的结果相似，没有充分体现出参考标

准的不确定度和测量信号不确定度对线性拟合的影

响。所以，在加权双变量最小二乘法线性拟合时，应

该合理计算权重，建议参考 ISO 6143:2001[10] 和 JJF
1507-2015[7]。
 2.2    截矩和斜率的计算方法

与普通线性最小二乘法相比，加权双变量最小

二乘法线性拟合计算截矩和斜率的方法更加复杂。

ISO 6143:2001[10] 建议求解式（4）～式（6）组成的方

ŷi

ŷi

ŷi

ŷi

程组，计算分析函数的截矩和斜率，并推荐使用二步

迭代法，计算它们的数值。第一步，给截矩 b0 和斜

率 b1 赋予一个初始值，然后根据方程组计算 ；第

二步，将计算得到的 代入方程组，得到新的 b0 和
b1，再将新的 b0 和 b1 代入方程组，得到新的 ，依此

循环交替计算，直至达到 b0、b1 和 都收敛为止。

约克方程[18] 也可用于加权双变量最小二乘法

线性拟合计算截矩和斜率。York [16,19] 对约克方程

进行了详细介绍，提出可以用式（10）计算斜率的最

佳估计值。该公式与文献 [17]和 [18]的表达式略有

不同。约克方程推导的出发点与 ISO 6143:2001[10]

相同，也是参考点和校正点的离差平方和为最小。

b1 =

n∑
i=1

Z2
i Vi

[
Ui

ω (Yi)
+

b′1V i

ω (Xi)
− riVi

αi

]
n∑

i=1

Z2
i Ui

[
Ui

ω (Yi)
+

b′1V i

ω (Xi)
− b′1riVi

αi

] （10）

用式（11）计算截矩。

b0 = Y −b1X （11）

X =

n∑
i=1

ZiXi

n∑
i=1

Zi

Y =

n∑
i=1

ZiYi

n∑
i=1

Zi

式中， ， ，并非算术平均值。

b′1 b′1
b′1

xi yi x̂i ŷi

同样可以采用迭代的办法计算斜率，先给斜率

b1 赋予一个初始值 ，将 代入式（10）计算新的 b1，
再令 等于新的 b1 代入公式，循环计算，直至达到

b1 收敛为止。根据式（11），计算得到对应的截矩

b0 的值，再根据 b0、b1、 和 计算得到 和 。

x̂i ŷi针对 b0、b1、 和 ，ISO 6143:2001介绍的计算

方法与 York的计算方法虽然使用了不同的计算公

式，但都采用了迭代的办法进行计算，而且计算结果

非常接近。另外，ISO 6143:2001的方法可以同步收

敛计算得到 b0 和 b1；York的方法需先计算得到 b1，
再计算 b0，但 York的方法收敛速度较快，只需更少

的迭代步骤就可以计算得到与 ISO 6143:2001方法

相似的结果。

 2.3    截矩和斜率的不确定度

获得截矩和斜率的不确定度，对于根据线性方

程计算被测样品浓度的不确定度是非常必要的。

ISO 6143:2001[10]、GB/T 10628-2008[11]、文献 [16]和
[19]对于截矩和斜率的不确定度计算给出了不同的

公式。 ISO  6143:2001[10] 和 GB/T  10628-2008[11] 提
出用数值微分法计算截矩和斜率的标准不确定度，
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(z)

(z) ∂F/ ∂z u (z)

这个方法的关键是含有变量 的函数 (F)，对于变

量 的偏导数 和标准不确定度 的乘积，可

以近似地由式（12）计算。

( ∂F/ ∂z)u (z) = F [z+u (z)/2]−F [z−u (z)/2] （12）

xi yi

u2 (b0) u2 (b1) u (b0,b1)

相继改变校准数据 和 ，首先增加各自的标

准不确定度的一半，而后减去各自的标准不确定度

的一半，此时其它的校准数据保持它们初始值。对

这些局部改变的校准数据集，计算函数参数，获得

结果数据集。根据结果数据集计算截矩和斜率的

方差 、 和协方差 的近似值。根据

截矩和斜率的方差可以计算截矩和斜率的标准不确

定度。

文献 [16]和 [19]虽然出于同一作者，但是计算

截矩和斜率不确定度的公式却不相同。式（13）和式

（14）来自文献 [16]，式（15）和式（16）来自文献 [19]。

σ2
b =

1
n−2

·

∑
i
Wi(bUi−Vi)

2∑
i
WiU2

i

（13）

σ2
a = σ

2
b ·

∑
i
WiX2

i∑
i
Wi

（14）

σ2
b = 1/

∑
i
ZiU2

i （15）

σ2
a = σ

2
b/
∑

i
Zi （16）

σ式中， 代表变量的标准不确定度； b 代表斜率； a
代表截矩。

参考 ISO 6143:2001[10] 的例子，采用分析函数

建立线性函数方程，根据表 1中的数据，分别用上述

三种方法计算截矩和斜率的不确定度，结果见表 3。
 
 

表 3    截矩和斜率的标准不确定度
Tab.3    Standard uncertainty of intercept and slope

方法1 方法2 方法3

u (b0) 0.157 157 874 0.049 594 768 0.129 015 968
u (b1) 0.480 487 597 0.480 268 458 0.394 377 572

注：方法1为ISO  6 143:2001的方法；方法2为文献[19]的方法；方法
3为文献[16]的方法。
 

表 3中的数据显示，对于截矩的不确定度，方

法 1和方法 3比较接近；对于斜率的不确定度，方

法 1和方法 2比较接近。若采用式（10）和式（11）计
算斜率和截矩，并根据数值微分法计算他们的标准

不确定度，所得结果与方法 1的计算结果接近。综

上，采用数值微分法计算加权双变量最小二乘法线

性拟合截矩和斜率的标准不确定度更值得推荐。

 2.4    加权双变量最小二乘法线性拟合被测样品浓

度的计算

ISO 6143:2001[10] 将函数方程分为分析函数和

校准函数两种方式，这主要是考虑到对于非线性的

拟合函数，例如二次函数、指数函数等，使用分析函

数比使用校准函数更方便。因为在此情况下，需使

用校准函数的逆运算得到测量样品的浓度，而且计

算该浓度的不确定度会比较麻烦，但对于一次线性

函数，此问题没有那么复杂。

当使用校准函数时，计算被测样品浓度的数学

模型见式（17），根据该数学模型，计算被测样品浓度

的标准不确定度见式（18），这两个公式与 JJF 1507-
2015[7] 提供的表达式在内容上是相同的，仅在使用

的符号上略有差异。

xsamp =
ysamp−b0

b1
（17）

u2 (xsamp
)
=

u2 (ysamp
)
+u2 (b0)+ x2

sampu
2 (b1)+2xsampu (b0,b1)

b2
1

（18）

当使用分析函数时，计算被测样品浓度的数学

模型见式（19），根据该数学模型，计算被测样品浓度

的标准不确定度见式（20）。比较式（20）和式（18），
不难看出，当计算被测样品浓度的不确定度时，分析

函数比校准函数的计算公式更为简洁。

xsamp = b0+b1ysamp （19）

u2 (xsamp
)
=u2 (b0)+ y2

sampu
2 (b1)+b2

1u
2 (ysamp

)
+2ysampu (b0,b1)

（20）

以表 1中的数据，分别用分析函数和校准函数

方式进行线性拟合，并用 ISO 6143:2001[10] 附录中

被测样品的数据（见表 4）进行计算，结果见表 5。
 
 

表 4    ISO 6143:2001附录中被测样品的测量数据
Tab.4    Measurement data of the tested sample in the

appendix of ISO 6143:2001
样品序号 yi u (yi)

1 2.580 0×10−1 5.160 0×10−3

2 6.000 0×10−1 1.200 0×10−2

3 1.800 0 3.600 0×10−2

 

通过表 5可以看出，对于同一个被测样品，基于

分析函数线性拟合和基于校准函数线性拟合得到的

浓度计算结果是相同的，浓度值的标准不确定度也
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基本相同，仅仅在高浓度点时有非常微小的差异，这

个可能与线性拟合求解截矩和斜率的迭代次数有

关，当迭代次数足够多时，基于分析函数和校准函数

计算被测样品的结果是一致的。但从计算过程来

看，基于分析函数的计算过程更加简便。
 
 

表 5    分析函数和校准函数线性拟合的比较
Tab.5    Comparison of linear fitting between analytical

function and calibration function
拟合参数 分析函数 校准函数

线性拟合

b0 −0.357 467 596 0.014 524 401

b1 24.611 520 886 0.040 631 378

u (b0) 0.157 157 874 0.006 174 543

u (b1) 0.480 487 597 0.000 793 225

u (b0,b1) −0.056 922 921 −3.593 26×10−6

被测样品的
计算结果

x1 5.992 30 5.992 30

u (x1) 0.163 77 0.163 77

x2 14.409 44 14.409 44

u (x2) 0.355 99 0.355 99

x3 43.943 27 43.943 27

u (x3) 1.163 10 1.163 09
 

不论 ISO 6143:2001[10] 提供的算法还是York[16,19]

提出的方法，加权双变量最小二乘法线性拟合的计

算过程还是比较复杂的，为了便于该方法的使用，中

国计量科学研究院环境计量中心开发出了相应的计

算软件，如图 1所示。该软件通过对参考标准的量

值和该参考标准的测量信号进行加权的线性回归拟

合，得到校准曲线，亦可进行 2阶或 3阶线性回归拟

合，对超过 30组数据进行排序后计算。软件使用

Mathematica程序架构，运行稳定、资源消耗少、适

用性强，能针对某个特定校准应用，选择最适合的校

准线型，实现精确校准。

 3    结论

气体成分测量中可使用单点、双点、线性等多

种校准方法，线性校准可分为普通线性最小二乘

法、加权双变量最小二乘法线性拟合等多种细分方

法。当使用普通线性最小二乘法时，应满足：1）各参

考点测量信号具有方差齐性； 2）参考标准的量值具

有可靠的不确定度，且相对于测量信号的不确定度，

参考值的不确定度较小，可忽略不计。当满足这两

个前提时，该方法的测量结果是相对可靠的。但是

随着气体成分测量方法和仪器的进步，测量信号的

不确定度已经与气体标准物质的不确定度水平接

近，甚至好于已经批准发布的一些气体国家有证标

准物质的不确定度水平。在此情况下，采用加权双

变量最小二乘法线性拟合的方法处理测量结果更加

合理。加权双变量最小二乘法线性拟合在使用时应

注意：权重为标准不确定度平方的倒数；在计算截矩

和斜率时，约克方程和 ISO 6143:2001虽然采用不同

形式的表达式，但都采用了迭代的方法进行计算，而

且计算结果基本相同；在计算截矩和斜率的标准不

确定度时，推荐使用数值微分法。加权双变量最小

二乘法线性拟合可以采用分析函数和校准函数两种

方式，对于被测样品浓度及其不确定度的计算，采用

这两种函数所获得的结果是相同的，但是在计算不

确定度时，采用分析函数显得更简便。
 

 
图 1     加权双变量最小二乘法线性拟合软件界面
Fig.1   Software interface of weighted bivariate least

squares linear fitting
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